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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

1. Za sistem automatskog upravǉaǌa prema (3), (4):
·
x = −x + y + 2z , xi = x , y (k + 1) = y (k) + ε (k) (1)

xi ž (t) = h (t) , z (t) = h (t) (2)

odrediti z blok dijagram i z prenosnu matricu.
Rexeǌe:

Vidi se da je upravǉani objekt kontinualan, kao xto je
inaqe sluqaj u najve�em broju sluqajeva, i zadat svojom
diferencijalnom jednaqinom staǌa i jednaqinom izlaza.
Prenosna funkcija objekta po y :
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Zavrxi pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj

sX (s) = −X (s)+Y (s)+2Z (s) =⇒ X (s) =
1

s + 1
Y (s)+

2

s + 1
Z (s) =⇒

Xi (s) = X (s) =⇒ Xi (s) =
1

s + 1
Y (s) +

2

s + 1
Z (s) =⇒

Woy (s) =
1

s + 1
;Woz (s) =

2

s + 1
z prenosna funkcija objekta po y :

Woy (z) = Z {Woy (s)} = Z
{

1

s + 1

}
=

z

z − e−T

z prenosna funkcija objekta po z ne postoji, ali postoji
fiktivni poreme�aj ẑ qiji je z lik:

Ẑ (z) = Z {Woz (s) Z (s)} = Z
{

2

(s + 1) s

}
= Z

{
2

s
− 2

s + 1

}
=

=
2z

z − 1
− 2z

z − e−T
=

2
(
1− e−T

)
z

(z − 1) (z − e−T )
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

z prenosna funkcija regulatora:

Z {y (k + 1)} = Z {y (k)}+ Z {ε (k)} =⇒ zY (z) = Y (z) + E (z) =⇒

Y (z) =
1

z − 1
E (z) =⇒ WR (z) =

1

z − 1
;Xi ž (z) =

z

z − 1

z blok dijagram sistema:
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

z prenosna matrica:

Xi (z) = Ẑ (z) + WR (z) Woy (z) [Xi ž (z)− Xi (z)] =⇒

Xi (z) =
WR (z) Woy (z)

1 + WR (z) Woy (z)
Xi ž (z) +

1

1 + WR (z) Woy (z)
Ẑ (z)

Xi (z) =
[

Wxi ž (z) Wẑ (z)
]
Xu (z) ;Xu (z) =

[
Xi ž (z) Ẑ (z)

]T
Wxi ž (z) =

WR (z) Woy (z)

1 + WR (z) Woy (z)
=

1
z−1

z
z−e−T

1 + 1
z−1

z
z−e−T

=
z

z2 − e−T z + e−T

Wẑ (z) =
1

1 + WR (z) Woy (z)
=

1

1 + 1
z−1

z
z−e−T

=
z2 −

(
1 + e−T

)
z + e−T

z2 − e−T z + e−T
=⇒

Xi (z) = W (z)Xu (z) =⇒

W (z) =
[

Wxi ž (z) Wẑ (z)
]

=
[

z
z2−e−T z+e−T

z2−(1+e−T )z+e−T

z2−e−T z+e−T

]
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

2. Tako�e, za SAU prema (3), (4) odrediti ǌegovu vektorsku
jednaqinu ponaxaǌa.
Rexeǌe:

Xi (z) = W (z)Xu (z) =
[

z
z2−e−T z+e−T

z2−(1+e−T )z+e−T

z2−e−T z+e−T

]
·

·
[

Xi ž (z)

Ẑ (z)

]
=⇒

Xi (z)
(
z2 − e−T z + e−T

)
= zXi ž (z) +

+
[
z2 −

(
1 + e−T

)
z + e−T

]
Ẑ (z) =⇒

z2Xi (z)− e−T zXi (z) + e−TXi (z) = zXi ž (z) + z2Ẑ (z)−

−
(
1 + e−T

)
zẐ (z) + e−T Ẑ (z) =⇒
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

z2Xi (z)− e−T zXi (z) + e−TXi (z) =
[

0 e−T
]
Xu (z) +

+
[

1 −
(
1 + e−T

) ]
zXu (z) +

[
0 1

]
z2Xu (z)

Z−1
{

z2Xi (z)− e−T zXi (z) + e−TXi (z)
}

=

= Z−1
{
B0Xu (z) + B1zXu (z) + B2z

2Xu (z)
}

=⇒

Z−1
{
z2Xi (z)

}
−Z−1

{
e−T zXi (z)

}
+ Z−1

{
e−TXi (z)

}
=

= Z−1 {B0Xu (z)}+ Z−1 {B1zXu (z)}+ Z−1
{
B2z

2Xu (z)
}

=⇒

xi (k + 2)− e−T xi (k + 1) + e−T xi (k) =

= B0xu (k) + B1xu (k + 1) + B2xu (k + 2)
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

3. Ispitati stabilnost i upravǉivost SAU zadatog sa (3),
(4).
Rexeǌe:
Stabilnost:

W (z) =
[

z
z2−e−T z+e−T

z2−(1+e−T )z+e−T

z2−e−T z+e−T

]
=⇒

z∗1,2 =
e−T ±

√
e−2T − 4e−T

2
=⇒

z∗1,2 =
1±

√
1− 4eT

2eT
=⇒

T > 0 =⇒ eT > 1 =⇒ 1− 4eT < 0 =⇒
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

z∗1,2 =
1

2eT
± j

√
4eT − 1

2eT
=⇒

∣∣z∗1,2

∣∣ =

√√√√( 1

2eT

)2

+

(√
4eT − 1

2eT

)2

=
1√
eT

Uslov stabilnosti:∣∣z∗1,2

∣∣ = 1√
eT

< 1 =⇒ eT > 1

Poxto je T po svojoj prirodi pozitivno onda je eT uvek ve�e
od 1 za bilo koju vrednost T xto povlaqi da je sistem
stabilan za bilo koju vrednost periode odabiraǌa T .
Upravǉivost:
Na osnovu jednaqine ponaxaǌa iz zadatka 2. odre�uje se
jednaqina staǌa i izlaza primenom odgovaraju�eg algoritma
za izbor veliqina staǌa:
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

xi (k + 2)− e−T xi (k + 1) + e−T xi (k) = xi ž (k + 1) =⇒
a2 = 1, a1 = −e−T , a0 = e−T , b0 = 0, b1 = 1, b2 = 0 =⇒

A =

[
−a1 1
−a0 0

]
=

[
e−T 1
−e−T 0

]
;b =

[
b1 − a1b2

b0 − a0b2

]
=

[
1
0

]
c =

[
1 0

]T
=⇒

x (k + 1) =

[
e−T 1
−e−T 0

]
x (k) +

[
1
0

]
xi ž (k)

xi (k) =
[

1 0
]
x (k)

Uslov upravǉivosti:

det

[
e−T 1
−e−T 0

]
= e−T =

1

eT
6= 0 =⇒

matrica A sistema je regularna =⇒
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

rang
[

b Ab
]

=

[
1 e−T

0 −e−T

]
= 2;

(
det

[
1 e−T

0 −e−T

]
= −e−T 6= 0

)
=⇒

Sistem je upravǉiv!
4. Za SAU prema (1), (2) odrediti kretaǌe upravǉanog

objekta pri svim poqetnim uslovima jednakim nuli.
Rexeǌe:
Jednaqina staǌa i jednaqina izlaza regulatora:

y (k + 1) = y (k) + ε (k) =⇒ y (k + 1)− y (k) = ε (k)

a1R = 1; a0R = −1; b0R = 1; b1R = 0 =⇒

AR = −a0R = 1; bR = b0R − a0Rb1R = 1; c = 1

xR (k + 1) = xR (k) + ε (k)

y (k) = xR (k)
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

Jednaqina staǌa i jednaqina izlaza objekta:

Woy (z) =
Xi (z)

Y (z)
=

z

z − e−T
=⇒ Xi (z)

(
z − e−T

)
= zY (z) =⇒

zXi (z)− e−TXi (z) = zY (z) =⇒ xi (k + 1)− e−T xi (k) = y (k + 1)

a1O = 1; a0O = −e−T ; b0O = 0; b1O = 1 =⇒
AO = −a0O = e−T ; bO = b0O − a0Ob1O = e−T ; cO = 1; dO = 1

xO (k + 1) = e−T xO (k) + e−T y (k)

xi (k) = xO (k) + y (k)

Jednaqina staǌa i jednaqina izlaza celog sistema:

xO (k + 1) = e−T xO (k) + e−T y (k)

xR (k + 1) = xR (k) + ε (k)
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

xi (k) = xO (k) + y (k)

y (k) = xR (k)

=⇒

xO (k + 1) = e−T xO (k) + e−T xR (k) ;

xR (k + 1) = xR (k) + xi ž (k)− xi (k) = −xO (k) + xi ž (k)

xi (k) = xO (k) + y (k) = xO (k) + xR (k) =⇒ x =

[
xO

xR

]
=⇒

x (k + 1) =

[
e−T e−T

−1 0

]
x (k) +

[
0
1

]
xi ž (k)

xi (k) =
[

1 1
]
x (k)
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.Kretaǌe:

x (k + 1) = Ax (k) + bxi ž (k) =⇒
Z {x (k + 1)} = Z {Ax (k)}+ Z {bxi ž (k)} =⇒

zX (z) = AX (z) + bXi ž (z) =⇒ X (z) = (zI − A)−1 bXi ž (z) =⇒

(zI − A) =

[
z 0
0 z

]
−
[

e−T e−T

−1 0

]
=

[
z − e−T −e−T

1 z

]
=⇒

det (zI − A) = z2 − e−T z + e−T ; adj (zI − A) =

[
z e−T

−1 z − e−T

]
=⇒

(zI − A)−1 =
adj (zI − A)

det (zI − A)
=

[
z

z2−e−T z+e−T
e−T

z2−e−T z+e−T

−1
z2−e−T z+e−T

z−e−T

z2−e−T z+e−T

]
=⇒

(zI − A)−1 b =

[
z

z2−e−T z+e−T
e−T

z2−e−T z+e−T

−1
z2−e−T z+e−T

z−e−T

z2−e−T z+e−T

] [
0
1

]
=

[
e−T

z2−e−T z+e−T

z−e−T

z2−e−T z+e−T

]
;
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

Xi ž (z) =
z

z − 1
=⇒ (zI − A)−1 bXi ž (z) =

[
e−T

z2−e−T z+e−T
z

z−1
z−e−T

z2−e−T z+e−T
z

z−1

]
=⇒

X (z) =

[
e−T

z2−e−T z+e−T
z

z−1
z−e−T

z2−e−T z+e−T
z

z−1

]
=⇒

χ =

[
χO

χR

]
= Z−1 {X (z)} = Z−1

{[
e−T

z2−e−T z+e−T
z

z−1
z−e−T

z2−e−T z+e−T
z

z−1

]}
Poxto se tra�i samo kretaǌe upravǉanog objekta, to znaqi da
treba odrediti samo χO :=⇒

χO = Z−1

{
e−T

z2 − e−T z + e−T

z

z − 1

}
Funkcija XO (z) se razvija u Hefisajdov razvoj:
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Zavrxni pismeni ispit iz Raqunarskog
upravǉaǌa-maj 2012.

XO (z) =
e−T

z2 − e−T z + e−T

z

z − 1
=⇒

X̂O (z) =
e−T

z2 − e−T z + e−T

1

z − 1

Svi polovi su jednostruki:

z∗1 = 1; z∗2,3 =
1

2eT
± j

√
4eT − 1

2eT

Ri =
e−T

[(z2 − e−T z + e−T ) (z − 1)]
′

∣∣∣∣
z∗i

=

=
e−T

(z − 1) (2z − e−T ) + (z2 − e−T z + e−T )

∣∣∣∣
z∗i

R1 =
e−T

(z − 1) (2z − e−T ) + (z2 − e−T z + e−T )

∣∣∣∣
z∗1 =1

= e−T
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R2 =
e−T

(z − 1) (2z − e−T ) + (z2 − e−T z + e−T )

∣∣∣∣
z∗2 = 1

2eT +j

√
4eT−1

2eT

=

=
e−T

z2 − 2z

∣∣∣∣
z∗2 = 1

2eT +j

√
4eT−1

2eT

R3 =
e−T

(z − 1) (2z − e−T ) + (z2 − e−T z + e−T )

∣∣∣∣
z∗3 = 1

2eT −j

√
4eT−1

2eT

=

=
e−T

z2 − 2z

∣∣∣∣
z∗3 = 1

2eT −j

√
4eT−1

2eT

X̂O (z) =
R1

z − 1
+

R2

z − z∗2
+

R3

z − z∗3
=⇒

Z. B. (Maxinski fakultet u Bgd.) Auditorne ve�be iz RU oktobar 2011. 17 / 1
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XO (z) = R1
z

z − 1
+ R2

z

z − z∗2
+ R3

z

z − z∗3

χO = R1h (k) + R2 (z∗2 )kT + R3 (z∗3 )kT
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